
＜ 三角関数と双曲線関数の融合域（その１４）＞ 

                            

新種と考えられる二変数恒等式を三つ得たので下方に青色式で示す。これまでの主要なものと一緒に示し

た。 

 

以下では、双曲線関数 sinh, cosh, tanhはそれぞれ sh, ch, th と略記した。例えば、sh2a は sinh(2a)のこ

とである。a や bまた x やαは任意の実数であり、よって例えば、(a ≠ 0)は「a は 0でない任意の実数」を意味

する。tan-1, th-1は、それぞれ arctan,arctanh である。 

 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

＜ 恒等式 ＞ 

1

cha−1
−

1

sha
＝2 (

1

ch2a−cha
+ 1

ch4a−cha
+ 1

ch6a−cha
+ 1

ch8a−cha
+・・)  -----＜１＞ 

                          (a > 0) 

 

 

1

sha
−

1

cha+1
＝2 (

1

ch2a+cha
+ 1

ch4a+cha
+ 1

ch6a+cha
+ 1

ch8a+cha
+・・)  -----＜２＞ 

                          (a > 0) 

 

 

1

sh2(a/2)
＝4 (

cha

ch2a−cha
+ ch2a

ch4a−cha
+ ch3a

ch6a−cha
+ ch4a

ch8a−cha
+・・)   -----＜３＞ 

                          (a ≠ 0) 

 

 

1

ch2(a/2)
＝4 (

cha

ch2a+cha
− ch2a

ch4a+cha
+ ch3a

ch6a+cha
− ch4a

ch8a+cha
+ −・・)   ----＜４＞ 

                          (a ≠ 0) 

 

 

1

sha
＝2 (

sha

ch2a−cha
− sh2a

ch4a−cha
+ sh3a

ch6a−cha
− sh4a

ch8a−cha
+ −・・)   -----＜５＞ 

                          (a ≠ 0) 

 

 

1

sha
＝2 (

sha

ch2a+cha
+

sh2a

ch4a+cha
+

sh3a

ch6a+cha
+

sh4a

ch8a+cha
+・・)     -----＜６＞ 

                          (a ≠ 0) 



     
ch(

a

2
)

2sh(
a

2
)
 −

1

2
 

   = (
sh2a

ch2a−cha
− 1) − (

sh4a

ch4a−cha
− 1) + (

sh6a

ch6a−cha
− 1) − (

sh8a

ch8a−cha
− 1) + −・・   --＜７-１＞ 

                                   (a > 0) 

 

 

    
1

2
−

sh(
a

2
)

2ch(
a

2
)
  

    ＝ (1 −
sh2a

ch2a+cha
) − (1 −

sh4a

ch4a+cha
) + (1 −

sh6a

ch6a+cha
) − (1 −

sh8a

ch8a+cha
) + −・・   --＜７-２＞ 

                                   (a > 0) 

 

 

(
1

2
) tan−1 (

1

sha
)＝ tan−1 (

cha

sh2a
) − tan−1 (

cha

sh4a
) + tan−1 (

cha

sh6a
) − tan−1 (

cha

sh8a
) + −・・--＜B＞ 

                                (a ≠ 0) 

 

 

(
1

2
) tan−1 (

1

sha
) = tan−1 (

sha

ch2a
) + tan−1 (

sha

ch4a
) + tan−1 (

sha

ch6a
) + tan−1 (

sha

ch8a
) +・・ ---＜Ｄ＞ 

                               (a ≠ 0) 

 

 

th (
a

2
)＝ (

ch2a−cha

ch2a+cha
) × (

ch4a+cha

ch4a−cha
) × (

ch6a−cha

ch6a+cha
) × (

ch8a+cha

ch8a−cha
) ×・・ ----＜Ｅ１＞ 

                            (a > 0) 

 

 

th (
a

2
)＝ (

sh2a−sha

sh2a+sha
) × (

sh4a−sha

sh4a+sha
) × (

sh6a−sha

sh6a+sha
) × (

sh8a−sha

sh8a+sha
) ×・・ ----＜Ｅ２＞ 

                            (a > 0) 

 

 

1

(ea−1)
+

1

2(e2a−1)
+

1

3(e3a−1)
+

1

4(e4a−1)
+・・  

＝log (
1

(1−e−a)
×

1

(1−e−2a)
×

1

(1−e−3a)
×

1

(1−e−4a)
×・・)  ----＜F1＞ 

                                  (a > 0) 

 



1

sh2(a/2)
＝4sha(

sh2a

(ch2a−cha)2 +
sh4a

(ch4a−cha)2 +
sh6a

(ch6a−cha)2 +
sh8a

(ch8a−cha)2 +・・) ---＜Ｇ１＞ 

                          (a ≠ 0) 

 

 

1

ch2(a/2)
＝4sha(

sh2a

(ch2a+cha)2 +
sh4a

(ch4a+cha)2 +
sh6a

(ch6a+cha)2 +
sh8a

(ch8a+cha)2 +・・) ---＜G２＞ 

                          (a ≠ 0) 

 

 

 tha＝ (
ch3a

cha
・

th2a−tha

th2a+tha
) × (

ch5a

ch3a
・

th4a−tha

th4a+tha
) × (

ch7a

ch5a
・

th6a−tha

th6a+tha
) × (

ch9a

ch7a
・

th8a−tha

th8a+tha
) ×・・ --＜J＞ 

                               (a > 0) 

 

 

   
1

ea−1
−

3

e3a−1
+

5

e5a−1
−

7

e7a−1
+ −・・＝

sha

ch2a+1
+

sh2a

ch4a+1
+

sh3a

ch6a+1
+

sh4a

ch8a+1
+・・--＜Ｋ1＞ 

                                  (a > 0) 

 

 

   
1

1−x
−

3x2

1−x3
+

5x4

1−x5
−

7x6

1−x7
+ −・・  

＝
1−x2

(1+x2)2
+

x(1−x4)

(1+x4)2
+

x2(1−x6)

(1+x6)2
+

x3(1−x8)

(1+x8)2
+・・---＜Ｋ2＞ 

                                  (|x|＜1)   

                                  ＜Ｋ1＞と＜Ｋ2＞は同値 

 

 

tan−1 (
chb

sha
) − tan−1 (

chb

sh3a
) + tan−1 (

chb

sh5a
) − tan−1 (

chb

sh7a
) + −・・ 

＝
chb

1cha
−

ch3b

3ch3a
+

ch5b

5ch5a
−

ch7b

7ch7a
+ −・・  ---＜L１＞ 

                           ( |b| ≦ a 且つ a ≠ 0 ) 

 

 

tan−1 (
shb

cha
) + tan−1 (

shb

ch3a
) + tan−1 (

shb

ch5a
) + tan−1 (

shb

ch7a
) +・・ 

＝
shb

1sha
−

sh3b

3sh3a
+

sh5b

5sh5a
−

sh7b

7sh7a
+ −・・  ---＜L２＞ 

                           ( |b| ≦ a 且つ a ≠ 0 ) 

 

 



下記Ａ１は＜Ｌ１＞での b＝a の特殊ケース 

π

4
＝tan−1 (

cha

sha
) − tan−1 (

cha

sh3a
) + tan−1 (

cha

sh5a
) − tan−1 (

cha

sh7a
) + −・・  ---Ａ１ 

                                                (a > 0) 

 

下記Ａ２は＜Ｌ２＞での b＝a の特殊ケース 

π

4
＝tan−1 (

sha

cha
) + tan−1 (

sha

ch3a
) + tan−1 (

sha

ch5a
) + tan−1 (

sha

ch7a
) +・・  ---Ａ２ 

                                                 (a > 0) 

 

 

   
α

sha
+

α2

2sh2a
+

α3

3sh3a
+

α4

4sh4a
+・・  

＝2log (
1

(1−αe−a)
×

1

(1−αe−3a)
×

1

(1−αe−5a)
×

1

(1−αe−7a)
×・・)  ----＜M１＞ 

                            ( |α|＜ea  且つ a > 0 ) 

 

 

   
α

sha
+

α3

3sh3a
+

α5

5sh5a
+

α7

7sh7a
+・・  

＝2(th−1 (
α

ea) + th−1 (
α

e3a) + th−1 (
α

e5a) + th−1 (
α

e7a) +・・) ----＜M２＞ 

                            ( |α|＜ea  且つ a > 0 ) 

 

 

   
α

sha
−

α3

3sh3a
+

α5

5sh5a
−

α7

7sh7a
+ −・・  

＝2(tan−1 (
α

ea) + tan−1 (
α

e3a) + tan−1 (
α

e5a) + tan−1 (
α

e7a) +・・) ---＜M３＞ 

                            ( |α|＜ea  且つ a > 0 ) 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

 

これら青色の三式＜Ｍ１＞～＜Ｍ３＞が得られた。いずれも任意の二変数（条件付き）で成り立つので二変

数恒等式となっている。なお、これらは、Excel での数値検証でも正しいことを確認している。 

 

 ＜Ｆ１＞を再掲。 

1

(ea−1)
+

1

2(e2a−1)
+

1

3(e3a−1)
+

1

4(e4a−1)
+・・  

＝log (
1

(1−e−a)
×

1

(1−e−2a)
×

1

(1−e−3a)
×

1

(1−e−4a)
×・・)  ----＜F1＞ 

                                  (a > 0) 

 



＜Ｍ１＞でαを e-aとして最後に 2a を aで置き換えれば＜Ｆ１＞になる。したがって、＜Ｍ１＞は＜Ｆ１＞

の一般化になっている。＜Ｆ１＞は上記右辺 logの中にデデキントのη(イータ)関数と本質的に同じものが出

ており、特別な式である。 

 

 ＜Ｍ２＞は＜Ｍ１＞から導出される。＜Ｍ１＞でのαを-αで置き換えた式Ａを出し、＜Ｍ１＞からＡを辺々

引き算して、公式集にある公式 th-1x＝(1/2)log{(1+x)/(1-x)}を使えば＜Ｍ２＞が出る。 

また＜Ｍ３＞は＜Ｍ２＞から簡単に出る。＜Ｍ２＞のαを形式的に iαとして（i：虚数単位）、公式集の公

式 th-1(ix)＝i・tan-1xを使えば＜Ｍ３＞が出る。母等式からでも＜Ｍ３＞が出るはずだが、iを使えば途中を

ワープするがごとく瞬時に得られる。 

 

  ＜Ｍ１＞の導出方法（証明）を以下に記す。紙幅を節約するため概要のみ示した。 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

＜Ｍ１＞の証明の概要 

下式の左辺から出発する。それに対し、１２年前のこちらの 2012/8/16の[導出]での手法の類似的な方法を

使って変形していき[1]に到達する。途中でゼータの香りの漂う・・（その３０７）でのフーリエ級数⑥を使っ

た。この[1]は、三角関数と双曲線関数の融合域（三変数）の母等式の一つである。 

 

  
sinx

ea−𝛼
−

sin3x

e3a−𝛼
+

sin5x

e5a−𝛼
−

sin7x

e7a−𝛼
+ −・・＝sinx(

sha

ch2a+cos2x
+

α・sh2a

ch4a+cos2x
+

𝛼2・sh3a

ch6a+cos2x
+

𝛼3・sh4a

ch8a+cos2x
+・・)-[1] 

                            (a > 0、|α| < ea,   x は任意実数) 

 

上式に対し両辺を 0～αの範囲でαで積分して次の[2]を得る。 

−sinx・log(1 − α/ea) +sin3x・log(1 − 𝛼/e3a) − sin5x・log(1 − 𝛼/e5a) + sin7x・log(1 − 𝛼/e7a) − +・・ 

＝sinx(
α・sha

ch2a+cos2x
+

(𝛼2/2)・sh2a

ch4a+cos2x
+

(𝛼3/3)・sh3a

ch6a+cos2x
+

(𝛼4/4)・sh4a

ch8a+cos2x
+・・) ---[2] 

                            (a > 0、|α| < ea,   x は任意実数) 

 

上式の x にπ/2を代入して、左辺と右辺を入れ替えれば、＜Ｍ１＞になる。 

終わり。 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

 

 このようにして＜Ｍ１＞が得られた。 

 

最後に、気になる点や想うことなど述べておく。 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

● 最近、三変数域に入った。これまで三角関数と双曲線関数の融合域の二変数の地帯を探索してきたが、その 

向こうにある三変数の地帯を調べはじめた。二変数地帯はきれいな領域であるが、三変数地帯は深い森であ

る。後者は霧がかかっていてわかりにくい。そのわかりにくさは、パラメータの数が多く組み合わせが格段に

増えるところから来ている。二変数域は美しいものしかなかったが、三変数域はおそろしい感じがある。 

 

 

http://www5b.biglobe.ne.jp/~sugi_m/page218.htm
http://ikuro-kotaro.sakura.ne.jp/koramu2/29597_c6.pdf


●上方の＜Ｍ１＞の証明中の[1]の母等式が重要である。ただし、これは数ある母等式の一つであって母等式は

系列的にたくさんある。三変数の母等式（基本式）はこういう形をしているという一例となっている。 

 

● ＜Ｍ１＞を再掲。 

   
α

sha
+

α2

2sh2a
+

α3

3sh3a
+

α4

4sh4a
+・・  

＝2log (
1

(1−αe−a)
×

1

(1−αe−3a)
×

1

(1−αe−5a)
×

1

(1−αe−7a)
×・・)  ----＜M１＞ 

                            ( |α|＜ea  且つ a > 0 ) 

 

左辺はαのべき級数の形になっていて右辺のフーリエ展開と解釈でき、興味深い。＜Ｍ１＞は＜Ｆ１＞など

よりずっと深い。両辺をαで微分しつづけても面白いことが出るが、一旦略。 

 

●＜Ｍ２＞と＜Ｍ３＞を並べたい。鏡映的なシンメトリー（対称性）が美しい！ 

 

   
α

sha
+

α3

3sh3a
+

α5

5sh5a
+

α7

7sh7a
+・・  

＝2(th−1 (
α

ea) + th−1 (
α

e3a) + th−1 (
α

e5a) + th−1 (
α

e7a) +・・) ----＜M２＞ 

                            ( |α|＜ea  且つ a > 0 ) 

 

   
α

sha
−

α3

3sh3a
+

α5

5sh5a
−

α7

7sh7a
+ −・・  

＝2(tan−1 (
α

ea) + tan−1 (
α

e3a) + tan−1 (
α

e5a) + tan−1 (
α

e7a) +・・) ---＜M３＞ 

                            ( |α|＜ea  且つ a > 0 ) 

 

● ＜Ｍ２＞は、１年以上前のゼータの香りの漂う・・（その２９３）の[1]の一般化になっている。 

 

1

sh2a
+

1

3sh6a
+

1

5sh10a
+

1

7sh14a
+・・＝log

cha

sha
+ log

ch3a

sh3a
+ log

ch5a

sh5a
+ log

ch7a

sh7a
+・・--[1] 

                               (a > 0) 

 

 ＜Ｍ２＞でα＝1、a＝2a として、公式 th-1x＝(1/2)log{(1+x)/(1-x)}を使えば、[1]に行き着く。 

 

＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝＝ 

                                          2024.10.5 杉岡幹生 
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